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I Preface





Preface

完全基于 [1] 这本书。部分参考 [2]。基本的量⼦⼒学知识是基础，包含但不限于 Dirac 符
号、绝热近似、微扰论。拓扑知识和微分⼏何知识不必要但会帮助理解。
以及，说是 Notes，感觉更像翻译。。不过我⾃⼰早就完全深⼊理解的东西我就不会继续
type 了。以上
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1. Berry相

⾸先，我们引⼊ Berry 相是由于我们希望了解到⼀个系统的哈密顿量如果随时间变化缓慢
的话，初始若体系位于某⼀本征态的话体系怎么演化。
⾸先，假设我们有⼀个缓慢变化的哈密顿量参数 R(t)，哈密顿量 H(R)。那么，按照

绝热定理，初始在本征态演化后还⼀直在本征态，但是能量之类的会变化。
⾸先，我们有本征态⽅程

H(R)|n(R)⟩ = En(R)|n(R)⟩ (1.1)

⽽薛定谔⽅程告诉我们

H|ψ(t)⟩ = iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ (1.2)

我们知道我们的态肯定是本征态，但是携带⼀个辐⾓ θ(t)。把 |ψ(t)⟩ = e−iθ(t)|n(R)⟩
带⼊ (1.1)，我们有

En(R)|n(R)⟩ = iℏ
d

dt
|n(R)⟩ = ℏ

(
d

dt
θ(t)

)
|n(R)⟩+ iℏ

d

dt
|n(R)⟩ (1.3)

假定 |n(R)⟩ 归⼀，即 ⟨n(R)|n(R)⟩ = 1，我们就有

En(R(t)) = ℏ
d

dt
θ(t) + iℏ

⟨
n(R)

∣∣∣∣ ddt
∣∣∣∣n(R)

⟩
(1.4)

我们想看 θ(t) 究竟是什么，利⽤ (1.4)，我们很容易得到

θ(t)− θ(0) =
1

ℏ

∫ t

0
En(R(t′))dt′ − i

∫ t

0

⟨
n(R(t′))

∣∣∣∣ ddt′
∣∣∣∣n(R(t′))

⟩
dt′ (1.5)



4 Chapter 1. Berry相

这⾥，第⼀项和我们熟知的动⼒学相位（e−iωt）⼀样，⽽第⼆项是⼀个很奇怪的东西。
我们把它称为⼏何相位，或者Berry Phase。为什么叫⼏何相位呢？通过接下来的推导我
们会发现，这样⼀个相位实际上是由你如何在参数空间 R 上变化的⼏何路径决定的。我
们对这个第⼆项做⼀个记号，叫 −γn，则

γn = i

∫ t

0

⟨
n(R(t′))

∣∣∣∣ ddt′
∣∣∣∣n(R(t′))

⟩
dt′ = i

∫ t

0

⟨
n(R(t′))

∣∣∣∣ ddR
dR
dt′

∣∣∣∣n(R(t′))

⟩
dt′ (1.6)

显然我们可以把 dR/dt′ 提出来，因为这并不对于⼀个 R 的函数造成任何的操作，只
是起到⼀个数的作⽤。因此

γn = i

∫ R(t)

R(0)

⟨
n(R)

∣∣∣∣ ddR

∣∣∣∣n(R)

⟩
dR = i

∫
cR

⟨n(R)|∇R|n(R)⟩ dR (1.7)

当然也可以写成如下形式

γn = −Im
∫
cR

⟨n(R)|∇R|n(R)⟩ dR

⽽且，如果我们定义

An(R) = i⟨n(R)|∇R|n(R)⟩

则利⽤⾼斯定理，我们有

γn =

∫
cR

dR · An(R) (1.8)

⽽另⼀⽅⾯，如果给这个 An(R) 加上⼀个 gauge 项，也就是说增加⼀个

An(R) → An(R)− ∂

∂Rξ(R)

并不改变绕⼀圈的 Berry相位⼤⼩，因为附加的项的圈积分为 ξ(R(0))− ξ(R(T )) = 0。
因此，如果本⾝这个 Berry 相位积分不为 0 的话，依靠这个 gauge 改变仍然不能改变这
样⼀个本征的 Berry 相位。
接下来，我们基本上会考虑⼀个三维的参数空间 R1, R2, R3。更⾼维度的唯⼀不同就

在于叉乘的定义是怎样的（按照⾏列式那样定义就可以）。既然是三维的，那么我们利⽤
Stokes 定理得到

γn = −Im
∫
cR

dS · (∇× ⟨n(R)|∇|n(R)⟩)

= −Im
∫
cR

dSiεijk∇j ⟨n(R)|∇k|n(R)⟩

= −Im
∫
cR

dS · (⟨∇n(R)|×|∇n(R)⟩)

(1.9)
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